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 PROBLEMA 1  

Assegnata la funzione 𝒇(𝒙) = 𝒂 𝒙 𝒍𝒏 (𝒙) −
𝟑

𝟐
𝒙  

a) determinare il valore del parametro reale 𝑎 in modo che 𝑓 abbia un punto di minimo 

assoluto in 𝑥=√𝑒. Si studi la funzione ottenuta e se ne disegni il grafico.  

 

Si ponga, d’ora in avanti, 𝑎=1.  

b) Si verifichi che esiste una sola retta tangente 𝑡 alla curva di equazione 𝑦=𝑓(𝑥), 

condotta dal punto 𝑄(0,−1). Determinare l’equazione di 𝑡 e le coordinate del 

corrispondente punto di tangenza.  

c) Determinare i parametri reali ℎ, 𝑘 in modo che le curve di equazioni  

𝒚 = 𝒇(𝒙) 𝒆 𝒚 =
𝒙+𝒉

𝒙+𝒌
 risultino tangenti nel loro punto comune di ascissa 1.  

d) Studiare la funzione  

 

𝒈(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕) 𝒅𝒕 
𝒙

𝟏

 

dopo averne scritta l’espressione analitica. Determinare l’equazione della retta tangente 

al grafico di 𝑔 nel suo punto di ascissa 𝑥=𝑒 

 

Soluzione 

a) Osserviamo innanzi tutto affinché la funzione ammetta un minimo assoluto nel 

punto  𝑥=√𝑒. , l’insieme immagine  non deve essere illimitato inferiormente 

 

Poiché, 

   𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) = lim
𝑥→0+

𝑎𝑥 ln 𝑥 + 0   = lim
𝑥→0+

𝑎
ln 𝑥

1

𝑥

= 𝟎 in quanto la funzione che sta al numeratore è 

un infinito di ordine inferiore a quella del denominatore 

 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = lim
𝑥→+∞

𝑥 (a ln 𝑥 −
3

2
) = {

−∞ 𝒂 ≤ 𝟎
+∞ 𝒂 > 𝟎

 

 

deve essere 𝒂 > 𝟎 

 



Esame di Stato 2023 Sessione suppletiva Soluzione di Adriana Lanza 

La funzione 𝑓(𝑥) è definita e derivabile per 𝑥 > 0, 

La derivata  

 𝑓′(𝑥) = 𝑎 𝑙𝑛 (𝑥) + 𝑎 −
3

2
   , per  a>0,  è una funzione monotona crescente  ed assume il 

valore 0 solo in un punto , di ascissa 𝑥 = 𝑒
3

2𝑎
−1 , il quale è punto di minimo relativo e 

assoluto per 𝑓(𝑥).   

           Andamento di f(x)                            

                                0                                         𝑒
3

2𝑎
−1

 

𝑓’(𝑥) 

  

- - - - - - - - - - - + + + + + + + + + 

𝑓(𝑥)   

 

La derivata seconda 𝑓′′(𝑥) =
𝑎

𝑥
  + sempre positiva nel dominio  di 𝑓(𝑥) . La curva 

volge sempre la concavità verso l’alto 

 

Il valore di 𝑎 richiesto  si trova imponendo   𝑒
3

2𝑎
−1 =  √𝑒 = 𝑒

1

2 →
3

2𝑎
− 1 =

1

2
→ 𝒂 = 𝟏 

La funzione da considerare è 𝑓(𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 −
3

2
𝑥. La sua derivata è 𝑓’(𝑥) =  𝑙𝑛 𝑥 −  

1

2
 

Segno di  𝒇(𝒙) =   𝒙 (𝐥𝐧 𝒙 −
𝟑

𝟐
 ) 

La funzione, definita per 𝑥 > 0;   ha un solo zero :   𝑥 = 𝑒
3

2 = 𝑒√𝑒 ≈ 4,48 

0____________________𝑒
3

2___________________________ 

- - - - - - - - - - - - -   + + + + + + + + + + + 

 

 

 

 

   Grafico di 𝑓(𝑥) e di 𝑓’(𝑥) 
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b)  La retta  t del fascio di centro  Q(0,-1)  ha equazione  𝑦 = 𝑚𝑥 − 1  

Le condizioni di tangenza alla curva di equazione  𝑦 = 𝑓(𝑥)  sono 

{
𝑓(𝑥) = 𝑚𝑥 − 1    𝑝𝑎𝑠𝑠𝑎𝑔𝑔𝑖𝑜 𝑝𝑒𝑟 𝑖𝑙 𝑚𝑒𝑑𝑒𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜  𝑇(𝑥, 𝑦)

𝑓′(𝑥) = 𝑚           𝑢𝑔𝑢𝑎𝑔𝑙𝑖𝑎𝑛𝑧𝑎 𝑑𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑑𝑢𝑒  𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑒 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒 𝑖𝑛 𝑇
→ 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑓′(𝑥) − 1 →  𝑥 ln 𝑥 −
3
2

𝑥 =  𝑥 𝑙𝑛 𝑥 −
3
2

→ 

{
𝑥 = 1

𝑚 = 𝑓′(1) = −
1
2

 

𝐸𝑠𝑠𝑒𝑛𝑑𝑜  𝑓(1) =  −
3

2
      il  punto di tangenza è 

𝑇 (1, − 3

2
 ) 

      L’equazione della retta 𝑡 è 𝒚 = −
𝟏

𝟐
𝒙 − 𝟏 

 

c) Si chiede, sostanzialmente, di determinare i parametri ℎ e 𝑘 affinché la 

curva di equazione 𝑦 =
𝑥+ℎ

𝑥+𝑘
      passi per il punto  𝑇 (1, − 3

2
 ) e sia ivi tangente 

alla retta  𝑦 = − 1

2
𝑥 − 1  ( sfruttando i risultati del punto b), 

ovvero 𝑦’(1) = −
1

2
 

Imponendo le due condizioni si perviene al  sistema 

 {

1+ℎ

1+𝑘
= −

3

2
𝑘−ℎ

(1+𝑘)2
= −

1

2

   𝑘 ≠ −1   

{
2 + 2ℎ = −3 − 3𝑘

2𝑘 − 2ℎ = −𝑘2 − 2𝑘 − 1
→ {

2ℎ = −5 − 3𝑘
2ℎ = 𝑘2 + 4𝑘 + 1

→ 𝑘2 + 7𝑘 + 6 = 0  

→ {
𝑘 = −1    𝑛𝑜𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒
𝑘 = −6

 → ℎ =
13

2
 

 

La curva tangente in 𝑇 al grafico di 𝑓(𝑥) è l’iperbole equilatera di equazione 

𝑦 =
𝑥 +

13
2

𝑥 − 6
 

d) Essendo la funzione integranda continua nell’intervallo aperto 

]𝟎, +∞[, la funzione integrale 𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 
𝑥

1
è derivabile nello 

stesso intervallo e risulta  

𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 
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L’ espressione analitica si determina partendo dal calcolo dell’integrale 

indefinito  

∫ (𝑡 ln 𝑡 −
3

2
𝑡) 𝑑𝑡 = = 

𝑡2 ln 𝑡

2
−  

𝑡2

4
 - 

3

4
𝑡2 + 𝑐 =

𝑡2 ln 𝑡

2
−  𝑡2 +c 

 

dove , per determinare una primitiva della  prima funzione, è stato usato il metodo di integrazione per 

parti  ∫ 𝑡 ln 𝑡 𝑑𝑡 =
𝑡2 ln 𝑡

2
−

1

2
∫ 𝑡𝑑𝑡 =

𝑡2 ln 𝑡

2
−  

𝑡2

4
 

Pertanto,        𝒈(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕) 𝒅𝒕 
𝒙

𝟏
=[

𝑡2 ln 𝑡

2
−  𝑡2]

𝟏

𝒙

= 
𝒙𝟐 𝐥𝐧 𝒙

𝟐
 − 𝒙𝟐 + 𝟏 

 

 

Osserviamo che   

𝒈(𝟏) = 𝟎        𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎+

𝒈(𝒙) = 𝟏         𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) =  +∞ 

 

Andamento di 𝒈(𝒙) 

 0                               √𝑒                       𝑒√𝑒       

𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥) - - - - - - - - - - -  - - - - - - - - - - + + + + + +  

     𝑔”(𝑥) =  𝑓’(𝑥) - - - - - - - - - - + + + + + +  + + + + + +  

𝑔(𝑥) 
Decrescente  

concava 

Decrescente 

convessa 

Crescente 

convessa 

 

 Minimo  relativo e assoluto  𝐶 (𝑒√𝑒 , 1 −
𝑒3

4
)     Flesso 𝐹 (√𝑒, 1 −

3

4
𝑒) 

 

Il punto di ascissa 𝑥 = 𝑒  ha ordinata 𝑔(𝑒) =
𝑒2

2
− 𝑒2 + 1 = 1 −

𝑒2

2
 

Il coefficiente angolare della retta tangente  è    𝑓(𝑒) = 𝑒 −
3

2
e=𝑒 −

3

2
𝑒 =  −

𝑒

2
  

La retta tangente  ha equazione    𝑦 − 1 + 
𝑒2

2
 =  −

𝑒

2
(𝑥 − 𝑒) → 𝒚 = −

𝒆

𝟐
𝒙 + 𝟏 
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